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Abstract
　　The　energy　bands　of　weakly　excited　Frenkel　excitons　are　calculated　in　the　number　representation　with
the　assumption　that　the　exciton　bands　have　inverse　symmetry　in　wave　vector　space．　The　tQtal　HamiltQnian
His　divided　into　two　parts，　Ho　and　H’，　where　Ho　is　called　the　Hamiltonian　in　the　Heitler－London　approxi－
mation，　whose　eigenvalues　agree　with　those　calculated　by　the　ordinary　Inethod　in　the　coordinate　representa－
tion，　and　H’is　the　correcting　Hamiltonian．　It　is　found　that　H　can　be　diagonalized　by　a　new　transforma－
tion　which　relates　closely　to　the　unitary　transformation　for　diagonalizing　Ho．　By　virtue　of　the　new　trans・
formation，　the　eigenvalues　of　H　can　be　expressed　in　terms　of　the　quantities　in　the　Heitler↓ondon　approxi－
mation，　in　other　words，　one　can　get　the　eigenvalues　of　H　from　the　solutions　for　Ho　without　any　effort　to
solve　the　complicated　problem　for　H．　The　formu！ae　for　energy　bands　thus　obtained　are　applicable　to　ionic
crystals　as　well　as　molecular　ones　provided　that　the　electron　orbits　of　ions　are　well　localized　near　nuclei．
§1．序　　論
　分子結晶や或る種のイオン結晶（例えぽ，鉛ハライ
ド）における励起子の性質は，フレンケル・モデルによ
り理解されている1ny3）。フレソヶル励起子では，結晶の
原子，分子，またはイオン（今後，これらを単に原子と
呼ぶ）の電子励起，即ち，電子一空孔対が1つの原子に
生じ，その周囲との相互作用により，電子励起が1つの
原子から他の原子へと伝播して行く。励起子は，相互作
用をしている多数の原子より成る系での集団電子励起で
あるので，多体問題で良く知られている数表示による方
法（第2量子化の方法）を用いて考察するのが便利であ
る。この方法を最初に分子結晶へ適用したのがAgrano－
vich4｝であり，これについての優れた解説はDavydov2）
とHoffman5）によって与えられている。励起子のエネル
ギー帯は，数表示によるハミルトニアソを対角化すれ
ぽ，その固有値から得られる。この固有値問題を本論文
でどの様に扱うかを説明するために，まず，数表示での
ハミルトニァンについて簡単に触れておこう。
　結晶格子の単位胞内に，励起子に関与する原子がσ個
存在する場合を考え，♂番目の単位胞内のλ番目（2＝
1，2，…，σ）の原子を12原子と名付ける。これらの原子
は，空間群の対称操作により相互に移り変り得ると云う
意味で互いに同等なものである。1つの1λ原子のエネ
ルギー固有状態は，自由原子のハミルトニアンと他の原
子による結晶場との和を対角化する事により得られ，そ
のエネルギーをEf，波動関数をqlafとする。ここで，
fは固有状態を指定する添字であり，f・＝Oは基底状態
を表わすものとする。フレソケル励起子を扱うので，
qt／は原子核付近に十分局在していると考えてよく，異
なる原子間の重なり積分を無視し得るとしてよい。従っ
て
　　　〈rp、／lg）i’xtf’〉＝δff’δtλ，1’R’　　　　　（1．1）
である。なお，本論文では，Eノに縮退が無い場合を考
える。その理由の第一として，興味ある多くの結晶では
格子点群の対称性が低く，Efに縮退が無いからであ
る。第二に，縮退がある場合に拡張しても，記号や計算
のみが複雑になるだけで，本質的なものは変らないから
である。
　上記の座標表示での記述を数表示にするために，電子
励起の生成・消滅演算子を導入する。1つの12原子に
おいて，基底状態から励起状態∫への遷移に対応する演
算子，即ち，基底状態の空孔と励起状態の電子とから成
る対を隼成する演算子をBIA，x＋その逆過程に対応する
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演算子をBta，rとする。両者は互いにエルミート共役で
ある。この演算子は，1電子に対するフェルミ演算子の
積で与えられるが，数演算子BtR，ノ＋BtA，rの期待値が
　　　＜Blkf＋BIλ，f＞《1
の場合には，
換関係
　　　［BIA，∫，　Bt’A・，f・＋］＝＝δff’δtA，t・m
を満たす事が示される。
（1．2）
BtA，tはボース演算子と近似してよく，交
（1．3）
　IR原子と1ノλt原子との間のクーロン相互作用Vtl，t’A’
を考慮し，条件（1。1）および（1．2）を用いると，電子
励起に対する結晶全体のハミルトニアンHはボース演算
子に関する2次形式で与えられる：
H＝Ho十Ht
HO＝ΣΣε∫B‘ゐ∫＋Bta，∫
　　∫　zλ
　　十Σ　Σ’＜！01V‘尺，‘’λ’1ア’0＞
　　　ガ’　　　研，‘’え’
　　・Bia，∫＋B‘’λ㌧／・
H’一枢sC〈fOIV‘2，t’x【！’0〉
（L4）
（1．　5）
　　　　　・（BiX，fBi・a’，f’＋Btλ，f＋B‘’〃，＋f’）　（L　6）
ここで，
　　　εf＝＝Ef－Eo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．7）
は原子の励起状態∫と基底状態との問のエネルギー差で
あり，
　　　〈∫O【V，，，‘’xlfto＞
　　　一∫卿緬・…，・幽・・認・・1、d・t・、f（・．・）
はクーロン相互作用の行列要素である。なお，τtaは12
原子の内部変数を表わす。状態∫は非縮退であると．した
ので，波動関数は実関数としてよく，行列要素（1．8）は
実数となる。また，（1．5）および（1，6）の和の記号に付
いているプライムは，〃＝ltλノの場合を除くことを意味
する。（1．5）の右辺から2個の原子のみに関係する項を
抜き出してみると，2原子分子の共鳴結合をハイトラー・
ロンドン近似で計算したものと同一内容を持っているこ
とがわかる。従って，H°はハイトラー・ロンドン近似
でのハミルトニアンと呼ばれ，Htはこれに対する補正
項である。
　次に結晶格子の並進対称性を導入する。♂番目単位胞
の位置ベクトルをr、，結晶中の単位胞の総数をN，第
1ブリルアン域での波数ベクトルをkとすると，Bt2，r
は
　　　・一一瀞…（k）・xp（一・k・rt）（・・9）
により，並進群の既約表現kで指定される演算子βが（k）
へ変換される。この演算子の交換関係は，（1．3）より
　　　［Bλア（k），B〃・＋（kt）］＝δ〃，δAmδkkt　　（1．10）
である。（1．9）を（1．5）および（1．6）に代入すると
　　HO＝ΣΣΣε∫Bλ∫÷（k）Baf（k）
　　　　k　∫　λ
　　　　十ΣΣΣLえ∫，〃，（k）BAf＋（k）BXf’（k）
　　　　　k　！∫’λλ’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．11）
　　H’＝告習霧［L・・，…’（k）
　　　　・BAf（－k）BXf，（k）十h．c．］　　　　　　　　（1．12）
となる。ここで，h．c．はその前にある量のエルミート共
役であり，また
　　　Lλf，え’∫’（k）＝Σ’
　　　　　　　　　t
　　　　・＜fOlVlλ，ox　l　fソ0＞exp（ik・rt）　　　（1．13）
である。ただし，和の記号上のプライムは2＝λtの時
J＝0を除くことを表わす。クー一　Pン相互作用の並進対称
性を用いると，容易に
　　LRf，Xf，（－k）＝　La，f，，AJ（k）＝：LAf，A，f，＊（k）　　（L　14）
である事を示し得る。
　励起子のエネルギー帯を求めるための出発点となるハ
ミルトニァンが（1．11）と（1．12）である。まずH°を
考える。単位胞内に1個の原子のみがあり，且つ1つの
励起状態ノ顧のみを扱う最も単純な場合には，H°＝Σk［ε∫
＋Lf（k）］Bf＋（k）B∫（k）となって対角化された形を持っ
ている。従って，数演算子の係数　Ef（k）＝εf＋Lf（k）
がハイトラー・ロソドソ近似でのエネルギー帯を与える。
なお，（1．14）より，El（k）の値は実数でありkの偶関
数となっている。複雑な系に対する固有値の計算は次節
で示されるが，その場合でも，ハイトラー・Pンドン近
似を用いる限り，その手続きは比較的簡単である。
　近似を更に進めるには，（1．12）のHiを含んだ全ハ
ミルトニアンHを対角化しなくてはならない。しかし，
HとHOとは共通のエネルギー・パラメターεfと
Laf，z，f，で表わされているので，両者の固有値間に或る
関係が存在する筈である。もしもこの関係が見出されれ
ぽ，比較的簡単に得られるH°の固有値からHの固有値
を計算できて，Hに対する複雑な固有値問題を解く必要
がない。本論文の目的は，この関係を探し出すことであ
る。筆者は前論文6｝でこの問題を扱ったが，Hを対角化
するためにTyablikOv変換？）を用いたので完全に成功し
たとは言えない。この変換は・ボース演算子に関するエ
ルミート型2次形式を対角化する変換として最も一般的
なものである7）が，必ずしも今の問題に適しているとは
言えないからである。本論文では，TyablikOv変換に代
るものとして，H°を対角化する変換に直接結びつく新
しい変換を導入する。そのために，H°とHの固有値間
の関係が容易に得られ，且つハイトラー・ロンドソ近似
の成立条件も導き得る。
（2）
フレンケル励起子のエネルギー帯
　なお，以下の議論では，エネルギー帯E（k）がk空
間の反転に対し
　　　E（＿k）＝E（k）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．15）
であるとする。結晶が対称中心を持つ場合に限らず，ハ
ンミルトニアが時間反転に対し不変ならば，（1．15）は成
り立つ。
§2。　ハイトラー・ロンドン近似でのエネルギー帯
　（1．11）のH°を次の様に書き直す
　　HO＝ΣH∫°十ΣΣ’ΣLAf，Xf’（k）
　　　　f　　　　　　k　fノ’　　 　 　 λλ’
　　　　・Blf＋（k）BA・f’（k）　　　　　　　　　（2．1）
ここで，
　　Hf°＝ΣΣεβλ∫＋（k）BA∫（k）
　　　　　k　A
　　　　十ΣΣLλノ，a・f（k）BAf＋（k）Bz∫（k）　（2．2）
　　　　　k　2A’
であり，（2．1）の第2項での和記号上のプライムはf＝
f’を除くことを表わす。H∫°を対角化すれば，1つの
励起状態∫から作られる励起子のエネルギー帯が得られ
る。（2．1）の第2項は異なる励起状態から作られるエネ
ルギー帯聞のまざりを与えるものである。
　2－1　励起状態fからのエネルギー帯：HfOの固有値
　（2．2）のHfOは，ユニタリー変換
　　BAf（k）＝Σ　Sλpt，f（k）aμf（k）
　　　　　　μ
　　　　　　（λ，μ＝1，2，…，σ）　　　　　　　　　　（2．3）
により対角化する事が出来る。ユニタリー条件は
　　Σ　s2μ，f（k）SAP・，f＊（k）＝δμμ’
　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）
　　Σ　SAge，f（k）sλ’μ，∫＊（k）＝δ2m
　　μ
であり，（1．10）よりaPtf（k）の交換関係は
　　［aPSf（k），aμ’f’＋（k「）コ＝δff’δμμ’δkk’　　　　　　　（2．5）
である。
　変換（2．3）を（2．2）に代入して直接に固有値を求め
てもよいが，ここでは運動方程式の方法を用いる。今，
Hf°が対角化されたとして
HfO＝ΣΣEμ∫o（k）aμ∫＋（k）α〃（k）
　　　k　μ
（2．6）
とする。従って，ハイゼンベルグの運動方程式ifidllf＝
［aμf，H／o］より
　　thdiμ∫（k）＝Eμfo（k）α〃（k）
である。一方，
ると
　　i砥、（k）＝ε、Bv（k）
　　　　　　　＋Σ乙〃，〃（k）B〃（k）
　　　　　　　　λ’
（2．7）
（2．2）を用いてB2fの運動方程式を作
（2．8）
となる。（2．8）の両辺に変換（2，3）を代入し，左辺の
時間微分には（2．7）を用い，両辺のaμ∫（k）の係数を等
しいと置くと
　　［・E〃o（k）一εf］3スμ，∫（k）＝　Z　LRf，xf（k）Sa，Pt，f（k）
　　　　　　　　　　　　　λ’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）
を得る。（2．9）が固有値Eμf°（k）と変換行列（SAge，f）
を決める基本式であり，次の様に考えればよい。すべて
のSaps，∫が恒等的に0にならないためには，その係数で
作った行列式が0でなくてはならない。これがσ個の
Eμ∫o（k）を与える永年方程式である。これを解いて得
られたEμ∫°（k）を（2．9）に代入し，ユニタリー条件
（2．4）を併用すれぽ，変換行列（SaPt，f）が得られる。
　（2．9）の両辺にSl”，f＊を掛けて2について和を取り，
（2．4）を用いると
　ーEμfO（k）＝εf→＿MPf，μf（k）　　　　　　　　　　　　　　（2．10）
を得る。ここで
　　妬ゐμ’∫’（k）＝Σ　SAμ，f＊（k）Lλf，Xf’（k）SA，Pt，，f，（k）
　　　　　　　　2λ’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．　11）
と定義した。（1．14）と（2．11）からわかる様に，（2．10）
のル毎∫，μ∫（k）は実数であり，その最大値がエネルギー
帯の幅を与える。単位胞にσ個の原子があるので，原子
間クーロン相互作用を考えなければ，励起エネルギーε∫
はσ重に縮退している。相互作用が導入されると，σ個
のμで区別されるEμ∫°が得られ，縮退は除かれて分裂
を起こす。これがダビドブ分裂である。
　（1．15）は，今の場合，
　　EμfO（＿k）＝＝EμfO（k）　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．12）
である。（2．9）でkを一kと置き換えた式と，（2．9）
の複素共役の式とを比べ，（1．14）と（2．12）を用いる
と，
　　Saμ，f（＿k）；S2μ，∫＊（k）　　　　　　　　　　　　　　　　（2．13）
を得る。ただし，物理的に意味のない位相因子を除くも
のとする。（2．　13），（1．14）を用いると，（2．11）の定義
から
　　M・f，・・∫’（－k）＝M。・f’，、ノ（k）＝M、f，。，∫．＊（k）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．　14）
の関係が得られる。
　与えられたfに対する固有値Eμf°はμで区別される
が，この添字の物理的意味は座標表示で考えると理解し
易い。結晶の基底状態丁゜と，12原子が励起状態ノ『にあ
る時の結晶の状態YIA「は
　　TO＝H伽゜，銑λ∫＝ψ‘ノHψ己’λ・0（lt21≠12）
　　　　tλ　　　　　　　　t’A’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2，15）
である。ただし，（1．・1）の要請のために，（2．15）は反対称
化する必要はない。（1．9）に相当した非局在励起状態は
　　・・’（・）一瀞…プe・p（一・k・rl）（2・・16）
である。単位胞の波動関数を得るために，ψノ（k）の一一
（3）
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次結合
　　Vpf（k）＝ΣΨλ∫（k）Sλμ，f（k）　　　　　　（2．17）
　　　　　　2
を作り，この状態に関して原子間クーnソ相互作用V＝
ΣtVtmtu’／2の行列要素を求める。（2．15）～（2．17）およ
びVの並進対称性を用いると
　　〈TPtf（k）IVIIP’〆（ゐ’）〉＝M，ム岬（k）δkk’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．18）
を得る。従って，（2．10）を参照すると，固有値Epi°（k）
の固有関数はT！（k）であると言える。これは次の
様にして確かめられる。1個の励起子が存在する状態
11〃（k）〉は，励起子の無い状態IO＞から11μ∫（k）〉＝
aμf＋（k）10＞を用いて求められれる。（2．3）と（1．9）
の逆変換により，aμfをBta，fで表わすと，［1μ∫（k）〉
＝ΣtλBia，ノ＋［0＞exp（－ik・rt）＆μ，∫（k）／》】豆となる。
座標表示では，［O＞とBIA，f＋【0＞は，それぞれ（2．15）
のTOとTta「であるので，【1〃（k）〉は（2．17）の
Ψ〆（k）と一・faする。
　（2．18）から得られる重要な結果は次の事である。V
は結晶の空間群Gの対称操作に対し不変であるので，
Tp「とYp，f’とがGの異なる既約表現に属する場合に
は行列要素が0となる。既ち，μはGの既約表現の種類
を表わすものである。光による電気双極子遷移で作られ
た励起子の波数ベクトルkは0としてよい。この場合
励起子状態は並進部分群Tの全対称表現に属し，また，
Gの既約表現は因子群G／Tのものと一致する。因子群
は結晶点群と同型なので，μは結晶点群の既約表現を区
別する添字となる。
　2－2　エネルギ帯問のまざり：HOの固有値
　変換（2．3）を（2．1）に代入すると
　　Llo　＝Σ　2　Z　EμfO（k）aμ∫＋（k）aPtf（k）
　　　　k　P　　f
　　　　十ΣΣΣ’Mン∫，μ’∫’（k）αμf＋（k）ap・f・（k）
　　　　　kμμ’∫∫’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．19）
これの固有値を求めるために，ユニタリー変換
　　aμf（k）＝ΣTμf，β（k）bβ（k）　　　　　　（2．20）
　　　　　　β
を用いる。原子間クーロン相互作用によって結合される
異なるfの数をnとすれば，βはnσ個の値を取り得
る。ユニタリー条件は
　　Σ7▼μf，β（k）Tp∫，β’＊（k）＝δββ’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．21）　　μ∫
　　ΣTμf，β（k）71μ’∫’，β＊（k）＝＝δμ1，’δ〃’
　　β
であり，bβの交換関係は（2．5）から
　　［bp（k），ろβ’＋（〃）］＝δββ・δkk’
で与えられる。
（2．22）
　前述の運動方程式の方法を用いれば，（2．19）の固有値
を容易に求める事が出来る。結果を記すと，
　　HO　＝ΣΣEβo（k）bβ＋（k）bβ（k）
　　　　k　β
における固有値Eβ゜（k）は
　　［Eβ゜（k）－Eμ∫°（k）］T〃，β（k）
　　　＝ΣΣ’1臨∫，μ∫’（k）Tμ・f’，β（k）
　　　　μ「f’
（2．23）
（2．24）
から永年方程式を作る事により得られる。ただし，上式
右辺の和記号上のプライムはf’　＝fを除くことを意味
する。得られたEβ゜（k）を（2。24）に代入し，（2．21）
を併用すればTμf，β（k）を得る。エネルギー帯間の相互
作用を表わす行列（ハ五∫，μ・∫’）の位数は一般にはnσであ
るが，行列要素が0にならないのは，μとμ’とが同一
の既約表現に属する場合である。従って，（2．24）は或る
特定の既約表現に関するものとなり，これから得られる
永年方程式の次数はnσより著しく減少する事があり得
る。
　（2，24）の両辺にΣ〃Tμ∫，β，＊（k）を作用させ，（2．21）
を用いると
　　ΣΣTμノ，β＊（k）恥∫，μ’∫’o（k）7▼μげ’．β’（k）
　　μfμ’ft
　　　＝Eβ゜（k）δββ’
となる。ここで
　　Hμノ，μ’∫’°（k）＝Eμf°（k）δμ＃・δ〃’
　　　　　　　　＋Mpノ，μ∫’（k）（1一δ∫∫’）
　　　　　　　＝＝εfδμ”，δffr＋1脇∫，〃’（k）
である。ただし，
（2．　25）
（2．26）
　　　　　　　　（2．10）を用いた。（2．25）によると，行
列（H”f，μ’f，°（k））は変換行列（Tp∫，β（k））により対角形
にされ，その対角要素がEβ゜（k）である。
　（1．15）に依り
　　Eβo（－k）＝＝Eβo（k）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．27）
である。これと（2．12），（2．・14）および（2．24）から，
物理的に意味のない位相因子を除外すれぽ
　　Tμ∫，β（－k）＝Tμf，β＊（k）　　　　　（2。28）
である事がわかる。
§3　ハイトラー・ロンドン近似を用いない場合のエネ
　ルギー帯
　（1．11）と（1．12）とを加えた全ハミルトニアンHは
　　H・＝昇　Hf＋吉習’黒｛L・f，Xf，（k）
　　　　・［Bλノ＋（k）Bz’f’（k）十Bλ∫（－k）Ba’f’（k）］
　　　　十h．c．｝　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）
と書かれる。ここで，
　　H・＝Hf°＋去習［L・・，・・f（k）B・・（－k）B〃（k）
　　　　十h．c．］　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）
であり，HfOは（2．2）で与えられているものである。
§2と同様に，まずHfの固有値を求め，次に異なるf
問のまざりを含むHの固有値を計算する。
（4）
フレンケル励起子のエネルギー帯
　3－1　励起状態fからのエネルギー帯：Hfの固有値
　（3．2）を用いて，ハイゼンベルグの運動方程式を作る
?
　　ih　BRf（k）＝ε∫B〃（k）十Σ　Llf，a・f（k）
　　　　　　　　　　　　λt
　　　　　　　。［Bx∫（k）十Ba’f＋（－k）］　　　（3．3）
となり，Baf（k）とBaf＋（－k）とがまざり合う事がわ
かる。従って，H∫の固有値を求めるための変換を
　　Bλf（k）＝Σ　SAμ，ノ（k）［aPf（k）cosh　xμf（k）
　　　　　　μ
　　　　　　十aPtf＋（－k）sinh　xμf（k）］　　　　　　　（3．4）
とする。ここで，Saμ，∫は（2．4）と（2．9）を満たし，
aPtfの交換関係は（2．5）で与えられるものとする。また，
XPfはλに依らず，且つ，　XPtf（－k）＝Xpx（k）である事
が後でわかる。変換（3．4）はTyablikov変換に代るも
のとして，新しく導入されたものである。
　数演算子aμノ＋aμ∫に関してHfが対角形になったと
すると
H∫＝ΣΣEμ∫（k）aμf＋（k）aμ∫（k）十Cf
　　k　　μ
（3．5）
である。ただし，Cノは演算子に依らぬ定数である。こ
れより，運動方程式
　　iff　dPtf（k）＝　Eμi（k）σ〃（L・），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　L　i充dμf＋（－k）＝－Eμ∫（」ヒ）aμf＋（－k）
が得られる。ここで，（1．15）より
　　Eμf（－k）・Eμf（k）
とした。（3．3）の両辺に（3．4）を代入し，
（3．6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　左辺の時間
変化には（3．6）を用い，両辺のap∫（k）とaμノ＋（－k）と
の係数を等しいと置くと
　　［Ep∫（k）一εf］Sλμ，f（k）＝［1十tanh　xμ∫（k）］
　　　・Σ　Lλ∫，〃（k）SA’μ，∫（k）
　　　　a’　　　　　　　　　　　　　　（3．8）
　　一［Eμ∫（k）十εf］SAμ，f（k）tanh　xμノ（k）
　　　＝＝［1十tanh　xμ∫（k）］Σ・La∫，A・r（k）Sa・P，∫（k）
　　　　　　　　　　　λ’
を得る。故に
　　tanh　x”f（k）＝［εf－E”f（k）］／［ε∫＋E、ノ（k）］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）
であり，（3。7）を用いるとXp∫（－k）＝x”∫（k）である。
（3．9）を（3．　8）代入すると
　　［Eμ∫（k）2一εノ2］sλP．f（k）
　　　＝2εf　Z　LXf，1・f（k）Sx’ge，f（k）　　　　（3．　10）
　　　　　A’
となる。この式の右辺に（2．9）を代入すると
　　Eμ∫（k）2＝ε∫［ε∫＋2ルt”f，μf（ゐ）］
　　　　　＝Eμ∫°（k）し轟∫，μノ（k）2　　（3．11）
が得られ，ハイトラー・ロンドソ近似の固有値との関係
が求められた。なお，Eμ∫は励起子エネルギ・一一　tsので，
（3．11）から得られる負の値は捨てくなてはならない。
　（3．11）は
　　εf》IMPf，μr（k）1またはILaf，a，f（k）1　（3．12）
の場合には（2．10）となる。即ち，ハイトラ・一・・ロンド
ン近似は，エネルギー帯の幅1　MPf，μf　1　m。xが励起エネ
ルギーεfに比べ非常に小さい時成り立つ近似である。
条件（3．12）を用いると，（3．8）の第1式は（2．9）と一
致し，第2式はM砿μ∫の定義式（2．11）となる。エネ
ルギー帯の幅と励起エネルギーとが同程度の場合には，
H’の効果が重要となり，ハイトラー・ロンドン近似を
用いる事は出来ない。その場合でも，（3．1ユ）により，ハ
イトラー・ロンドン近似で得られた量でEμノを計算で
きる。
　（3．5）の定数はCf　＝＜OlH∫lO＞から求められる。こ
こで，IO＞は数演算子aμf＋α〃の固有値が0である状
態を表わす。（3．・4）を（3．2）に代入してこれを求める
?
　　Cf＝一ΣΣEμ∫（k）sinh2　xμ∫（k）　　　（3．13）
　　　　　k　　μ
となる。
　3－2　エネルギー帯間のまざり：全ハミルトニアンH
　　の固有値
　変換（3．4）を（3．1）に代入すると
　　H＝ΣΣΣEμ∫（k）aμf＋（k）aμf（k）十Σ　Cf
　　　　k　μ　f　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫
　　　　＋麹温昇’｛N・・、・v’（k）［a・∫＋（k）a・・i’（k）
　　　　十aμf（－k）aμ・f’（k）］十h．c．｝　　　　　　　　（3．14）
ここで，
　　ヱ〉μf，μ・f・（k）：＝［cosh　xμ∫（k）十sinh　xμf（k）コ
　　　　　　　　・Mμf，μ’f’（k）［cosh：μ’∫・（k）
　　　　　　　十sinh　xμ・∫’（k）コ
　　　　　　＝［εノεf’／Eμ∫（k）Eμノ’（k）］1／2M”t，P’∫・（k）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．15）
である。なお，（3．15）の最後の表式を得るために（3．9）
を用いた。（2．14）と（3．7）より
　　Nμゐμげ’（－k）＝Nμ’∫’，μア（k）：Nμ∫，μ・∫・＊（k）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．16）
が成り立つ。
　Hを対角化するために，Tyablikov変換に代るものと
して
　　αμr（k）＝ΣTμ∫，β（k）［bβ（k）cosh　yμf，β（k）
　　　　　　β
　　　　　　十bβ＋（－k）sinh　yμノ，β（k）］　　　　　（3，17）
を採用する。ここで，7ツ〃，pは（2．21）と（2．　24）を満
たし，bβの交換関係は（2．22）で与えられる。運動方
程式の方法を用いると，Hの対角形
　　H＝＝ΣΣ　Eβ（k）bβ＋（k）bβ（k）十C　　　　（3．18）
　　　　k　β
における固有値Eβ（k）および（3．17）のyPf，β（k）を
きめるための方程式は
（5）
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　　［Eβ（k）－Eμf（k）］Tμf，β（k）cosh　Yμf，β（k）
　　　＝一［Eβ（k）十Eμノ（k）］Tμ∫，β（k）sinh　yμノ，β（k）
　　　＝＝ΣΣtl＞bf，μ’f’（k）Tμ’∫’，β（k）
　　　　P’ノ’
　　　　・［sinh　yμ’f・，β（k）十cosh　yp・ノ’，β（k）］　（3．19）
となる。ただし，（1．15）により
　　Eβ（－k）＝Eβ（k）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．20）
とした。
　（3．　19）の第1方程式から
　　tanh　YPf，β（k）＝［Eμf（k）
　　　　　　　　　－Eβ（k）］／［Eμ∫（k）＋Eβ（k）］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．21）
を得る。なお，（3．7）と（3．20）よりyμf，β（－k）＝
伽∫，β（k）であることがわかる。（3．15）と（3．21）とを
用いると，（3．19）の第2方程式は
　　［Eβ（k）2－E、f（k）2コTμf，β（k）
　　　＝2ΣΣVε∫εノ，Mμゐμ，∫，（k）Tμ，f，，β（k）（322）
　　　　P’f’
となる。上式の両辺にΣ〃Tμ∫，β＊（k）を作用させ，（2．
21）を使うと
　　Eβ（k）2＝ΣΣTpaf，β＊（k）BPSf，μ’f’（k）Tp・f・，β（k）
　　　　　　μf＃’J’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．23）
が得られる。ここで
　　Bμf，μ’∫’（k）＝Ep∫（k）2δμμ・δ∫ノ’
　　　　　　　　十2へ／砺TMμf，μ’t’（k）（1一δff’）
　　　　　　　＝ε∫2δμμ，δrf・十2A／蒔ハ4レノ，μ・ノ’（k）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．24）
である。ただし，（3．11）を用いて最後の表式を得た。
（3．23）と（3．　24）は，すべて§2で現われた量で書か
れているので，ハイトラー・ロンドン近似で得られた知
識からEβ（k）を計算できる。
　ハイトラー・ロンドン近似が成り立つ条件を見出すた
めに，EβとEβoとの関係を求めよう。（2．25）と（2．26）
より
　　Eβo（k）2＝ΣΣTμf，P＊（k）Aμf，μ’f’（k）Tμ・f’，β（k）
　　　　　　μfμ，f’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．25）
と書ける。ここで
　　A，，，、，，，（k）＝εf2δ，、’δ∫f’＋（εf＋ε，’）M＃∫，、’・’（k）
　　　　　　　　十Σ1晦∫，μ〃∫”（k）ハ4P〃∫”，μ’f’（k）
　　　　　　　　　μtlftt
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3，26）
である。（3．・24）と（326）より
　　BPtf，μ・f’（k）＝・4〃，μ’∫’（k）
　　　　　　　　一ΣMμf，μ・・f・・（k）M，〃ノ〃，μ’f’（k）
　　　　　　　　　μ”f”
　　　　　　　　一（v冨一’〉／募7）2Mμf，μ，f，（k）（3．27）
と表わされるので，これを（3．23）に代入し，（3．25）を
考慮すると
Eβ（k）2＝Eβ゜（k）2
　　　　一Σ【Σ1脇ゐμ’∫’（k）71μノ’，β（ゐ）！2
　　　　　μ∫　μv’
　　　　　　一ΣΣTμf，β＊（k）（・v傷7－》iヲ）2
　　　　　　　μ∫μ’∫’
　　　　　　　°Mp∫，Wf’（k）Tμ’f’，β（k）　　　　　（3．28）
を得る。原子の励起エネルギーの代表的な値をεとする
と，Eβ゜はεの大きさであるとしてよい。従って，
　　ε》IM，ノ，μ∫・（k）！又はILλ∫，Xf，（k）1　（3．　29）
の場合には，（3．28）の第2項は第1項に比べて小さく，
無視する事が出来る。また，（v／房一》ε∫’）2≦1ε／一ε∫・1
なので，例外的な場合1ε∫一ε∫，1／ε》1を除けば，（3．28）
の最後の項は第1項に比べ無視し得る程小さい事が（3．
29）よりわかる。故に，ハイトラー・ロンドソ近似が成
り立つ条件は（3．29）で与えられ，これは，条件（3．12）
をも含んでいる。（3．29）が満たされない時には，Htの
効果が重要になり，（3．23）又は（3．28）からEβ（k）を
計算しなくてはならない。なお，異なるfを持つエネル
ギー帯間のまざりを摂動として扱い得る条件1ルη∫，μ’∫d
／1εr一εf，1《1は，（3．　29）と異質のものである事に注意
すべきである。
　（3，18）の定数Cが末定なので，それを求める。数演
算子bβ＋bβの固有値が0である状態をIO＞とすると，
C＝＜OIHio＞で与えられるので，（3．17）を（3．14）
に代入してこれを計算すると
　　C＝ΣCノーΣΣΣEβ（k）
　　　　∫　　　　k　β　μf
　　　　・17「Tμf，β（k）12sinh2　yPtf，β（k）　　　　　　　（3．30）
となる。ここで，Cfは（3，13）で与えられているもの
である。
§4．原子間クーロン相互作用の行列要素
　励起子のエネルギー帯は原子問クーロン相互作用によ
り決まるので，それの計算方法を述べておく。単位胞内
でのλ番目原子の位置ベクトルをρえとすると，1λ原子
の位置ベクトルはrtA＝rl＋ρ2で表わされる。また，1λ
原子に属しているρ番目の電子位置をrp（12）と記す。
§1で述べた様に，電子は原子核の近傍に局在しているの
で，rp（12）は原子問距離rlA，t，A，＝IrtA－rl7t　lに比べて
十分小さいとしてよい。従って，　Vl2，1，R，をrp（1λ）／rl2，t・A・
およびrp（lt21）／rtA，t・2・に関して展開し，2次の項迄を
考えると，
　　ViX，i・λ’＝e2［ξ，パξi・a’－3（rlA，t・A’・ξiR）
　　　　　　・（rtA，t，A’・ξi，x）rtA，t，A’－2］riX，t’x－3　（4．1）
となる。ここで，ξη＝Σρrρ（IR）であり，　eは電子の電
荷を表わす。なお，（4．1）では，ξiλに依存しない項と，
1つの原子のξ‘2のみを含む項を無視した。前者はマ
ーデルソグ・エネルギーを与えるもので，すべての原子
（6）
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に同一のエネルギーずれを生じさせるだけであり，後者
は1つの原子に対する結晶場を与えるもので，既に原子
のエネルギーEノに含まれている。
　（4．　1）を（1．13）に代入すると，
　　・Lv，Av’（k）＝exp［－ik。（Pλ一toa’）］
　　　　　　　　・ΣP，（2f）Daa’Zd（k）Pj（λtfノ）（4．2）
　　　　　　　　tゴ
と書ける。ここで，P，（2f）は電気双極子ベクトルの直
交座標成分一e（ξiA）tG＝ヱ，y，z）の行列要素
　　瑠）一　一一e　f　o・IAf（蜘♂・・
で1には依らず，
ぽれ
　　D2a’i」（k）＝Σt　exp（ik・rl2，λ’）
　　　　　　　1
　　　　・（δt」rtA，x2－3rtA，xtru、m」）rln，λ・－5
（4．3）
D〃mi」は双極子の格子和テンソルと呼
（4，4）
で定義される。但し，簡単のために，rl2，。a，をrlλ，R，と
書き，このi一成分をrlA，a，tと記した。なお，今後P‘
（2f）≠0とする。
　励起子のエネルギー帯を得るには，結局，（4、4）のテ
ンソルの値を求めなくてはならない。このテンソルは，
強磁性体や強誘電体の理論，スピソ系での緩和現象の理
論，格子振動の計算などにも現われる重要な量である。
（4．4）の形のままでは，その格子和の収束性が良くない
ので，Ewald8）はフーリェ変換を用いて書き直し，収束の
速い表式を得ている。しかし，この公式は複雑な形をし
ており，また，その対称性も良くない9）。そこで筆老10〕
は，これらの欠点を取り除いた新しい公式を導出した。
それは次式で与えられる：
　　DAA・・1（k）一一器￥［・ゼ・（fet＋1餐挙ll詳9’）］
　　　　　　　・・xp［一（1亀志。gl）2－・…1・・一…t）］
　　　　　　　・、響昇’（δ、，一μ’㌔碁ノ　　　　　　　rtA，λ’）
　　　　　　　・K（ξortλ，A’）exp（ik・rtA，λ’）　　　（4．5）
ここで，vは単位胞の体積，　gは逆格子ベクトル，　K（x）
瞭差関数・・f・・一（・／VT）rexp（－t2）・tを用L・・
　　K（・）一（・＋毒）・xp（一・・）＋34夢・・f…
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．6）
で定義され，ξ。は収束パラメターである。格子定数
の最短のものをas，最長のものをatとすると，ξ。＝
・V「π／a、aiと選ぶ事により，（4．5）の和は僅かな項数で
収束することが示される。実際に，筆老1°）は（4．5）をア
ントラセン結晶に適用して励起子のエネルギー帯を求
め，複雑なEwaldの公式を用いて得られた結果の誤り
を指摘している。なお，数値計算に際し，次の関係式が
有益である。
Σ　DAmti（k）＝O
i
Daa・dt（ゐ）＝DAλ，乞ゴ（ゐ）
D2λ・tゴ（－k）＝D2a・td（k）＊＝Dλゲi（k）
（4．7）
（4．8）
（4．9）
これらは，Dλλ刃の表式（4，4）又は（4　’5）から直接に
得られるが，（4，9）を導くには，（4．2）をLAf，Xf，の一
般的性質（1．14）に代入してもよい。
　これ迄は，励起子に直接関与する原子のみを考えて来
たが，結晶によっては，それ以外の原子が単位胞内に存
在する。鉛ハライドを例にとると，単位胞内に12個の原
子があり，そのうちの4個が鉛原子で励起子に関与し3），
残りはハロゲン原子で直接には励起しない。この様な結
晶を扱うには，励起しない原子は励起する原子の環境を
与えるものと考えればよい。励起しない原子による静的
クーロン場は，結晶場として，励起する原子のエネルギ
ーE∫の計算に取り入れればよい。また，外部振動電場
で励起子が作られる際に，励起しない原子はこの電場で
分極するが，励起子に起因する部分を除いた結晶の誘電
率εoで（4．2）を割れば，この分極が考慮された事にな
る。なお，外部電場で状態アの励起子が作られる時，励
起する原子にもf以外の状態による分極が生じるが，こ
れもε。に含まれているとすればよい。異方性結晶では，
誘電率が方向性を持つので，その取り扱いには注意を要
する。
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